
 
 

総合研究大学院大学先端学術院先端学術専攻   
天文科学コース 五年一貫制博士課程 

Graduate University for Advanced Studies, SOKENDAI   
Astronomical Science Program 

5-year doctoral program 
 

2023 年度 4 月入学者選抜試験 
The entrance examination for April 2023 admission 

 
筆記試験（専門科目）問題 

Written examination (Specialized subjects) 
 
 

2022 年 10 月 26 日  
October 26, 2022 

 

 

 

以下の全ての問いに解答せよ。 
Answer all the following questions. 
 
解答は解答用紙に記入すること。 
Answers must be placed in the answer sheets. 
 
解答用紙とともに問題、下書用紙も回収するので、問題表紙、解答表紙に氏名と受験

番号を、すべての解答用紙、下書用紙に受験番号を記入せよ。 
All question sheets as well as the draft and answer sheets are to be collected 
at the end of exam.  Do not forget to provide your application number at 
the top of all draft and answer sheets as well as the cover sheet. 

 

 

 

 

受験番号(Application No.)：        氏名(Full Name)：            



第 1問

以下の設問に答えよ。

1. nを正の整数とし、n×n(n行 n列)型の行列をM とするとき、Mr = λrを満たすゼロベクトルでは
ないベクトル rとスカラー (数値）λの組み合わせが存在するとき、rをM の固有ベクトル、λをM

の固有値とよぶ。以下の 2つの行列 A、Bについて、すべての固有値と各々の固有値に対応する固有
ベクトルを求めよ。ただし、i =

√
−1（虚数単位）とする。

A =

(
1 i

−i 1

)
, B =

 0 1 0

1 0 0

0 0 0


2. U、V、Wは各 n々×n型行列とする (nは正の整数)。また、各行列の (j, k)成分を各 u々jk、vjk、wjk(j, k =

1, 2, · · · , n) で表す。ここで、行列 U が行列 V と行列 W の積で与えられるとする (成分表示では、
ujk =

∑n
ℓ=1 vjℓwℓk)。そして、U、V、W の転置行列　 (行列の (j, k)成分を (k, j)成分に入れ替えて

できる行列）を各々tU、tV、tW とし、これらの (j, k)成分を各々tujk、tvjk、twjk と表す。このとき、
tU=tW tV (1)

となることを証明せよ。

3. 行列 C の成分をその共役複素数（虚数単位 iを−iで置き換えたもの）に換えた行列を C の複素行列
とよび、C̄ で表すとする。さらに、行列 C̄ の転置行列 t(C̄)を C の随伴行列とよび、C∗ で表すとす
る (C∗ = t(C̄) = (tC))。以下の問いに答えよ。

(a) 3つの行列D、E、F の積 (DEF )が次の式を満たすことを示せ。

(DEF )∗ = F ∗E∗D∗ (2)

(b) n× n型 (nは正の整数)の行列H がH∗ = H を満たすときは、H をエルミート行列とよぶ。こ
のエルミート行列H の (j, k)成分を hjk と表すとき (j, k = 1, 2, · · · , n)、H の対角成分 hjj は実
数であることを示せ。

4. 設問 3の (b)で定義したエルミート行列H(n× n型行列)に関して、H の固有値と固有ベクトルを考
える。λℓ、λm(ℓ,m = 1, 2, · · · , n)がH の固有値で、各々に対応する固有ベクトル（列ベクトル）を rℓ

、rm とすると次の 2つの式のように書ける。

Hrℓ = λℓrℓ (3)

Hrm = λmrm (4)

なお、固有ベクトル rℓ、rmの各々の大きさはゼロではないので、rℓ、rmの各々の随伴行列（行ベク
トル）を r∗ℓ、r∗m とすると、|rℓ|2 = r∗ℓrℓ ̸= 0、|rm|2 = r∗mrm ̸= 0となる。次に、(3)式の両辺に r∗m、
(4)式の両辺に r∗ℓ をかけると以下のような式が得られる。

r∗mH rℓ = λℓr
∗
mrℓ (5)

r∗ℓH rm = λmr∗ℓrm (6)

以下の問いに答えよ。

(a) (6)式を用いて、次式が成り立つことを示せ。

r∗mH rℓ = λmr∗mrℓ (7)

ただし、λm は、λm の共役複素数とする。
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(b) (5)式と (7)式を用いて、エルミート行列H の固有値は実数であることを示せ。
(c) ℓ ̸= mに対して、λℓ ̸= λm とする。このとき、

r∗mrℓ = 0 (8)

となることを示せ。
(d) 設問 1の行列 A、B の固有ベクトルが、(8)式を満たすことを示せ。
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第 2問

1. 閉区間 [a, a+2π] (aは実定数)において、区分的に連続で積分可能な実関数 f(x)を考える。この f(x)

は、三角関数の直交系 (1, cosmx, sinmx)、(m = 1, 2, · · ·)を用いて以下のように級数展開する事がで
きる。

f(x) =
1

2
a0 +

∞∑
m=1

(am cosmx+ bm sinmx) (1)

am =
1

π

∫ a+2π

a

f(x) cosmxdx (m = 0, 1, 2, · · ·) (2)

bm =
1

π

∫ a+2π

a

f(x) sinmxdx (m = 1, 2, · · ·) (3)

この時、(1)式の右辺をフーリエ級数、am、bm をフーリエ係数と呼ぶ。

f(x) = x2 (4)

とした場合に次の問いに答えよ。

(a) a = −π として、範囲 [−π, π]の関数 f(x)が周期 2π で繰り返される関数を g(x)とする。関数
g(x)のフーリエ級数を求めよ。ここで、g(x)は区分的に連続で周期条件を満たすため、フーリ
エ級数は一様かつ絶対収束する。

(b) 次に、同じ関数 f(x)で a = 0とし（範囲は [0, 2π]）、f(x)が周期 2πで繰り返される関数 h(x)

に対するフーリエ級数を求めよ。h(x)は区分的に連続でかつ区分的になめらかな関数であるた
め、一様に収束する。

(c) 次の式が成り立つ事を証明せよ。

1− 1

22
+

1

32
− · · · = π2

12
(5)

2. 開区間 (0,∞)で定義される関数 f(x)が、複素数 sに対して

F (s) =

∫ ∞

0

e−sxf(x)dx = lim
ϵ→0+

lim
X→∞

∫ X

ϵ

e−sxf(x)dx (6)

が存在するときに、F (s) = L[f(x)]を f(x)のラプラス変換という。本問では、ラプラス変換を使用
して、次の 2階微分方程式

y′′ − 3y′ + 2y = e3x (7)

の解を求める。ここで、y = y(x)とし、y(x)の xに対する 1階微分を y′、2階微分を y′′ とする。

(a)
f(x) = eax (8)

に対するラプラス変換 F (s) = L[f(x)]を求めよ。ただし、aは正の実定数とし、Re(s) > aを満
たすとする。

(b) y′、y′′ のラプラス変換を F (s)、y(0)、y′(0)を用いて書け。この時、limX→∞ e−sXy(X) = 0、
limX→∞ e−sXy′(X) = 0が成り立つ。

(c) (7)式の微分方程式をラプラス変換し、その解を求めよ。ただし、y′(0) = y(0) = 0を境界条件
とする。

(d) 前問のラプラス変換を逆ラプラス変換 (L−1[F (s)] = f(x)
)し、微分方程式の解を求めよ。

3



第３問

質量M の恒星 Aの周りを質量mの惑星 Bが周回しており、この二つの天体には双方からの万有引力（万
有引力定数:G）だけが働く。恒星Aと惑星Bの位置ベクトルを rA、rBで表し、恒星Aに対する惑星Bの
相対ベクトルを r ≡ rB − rAと定義し、恒星 Aと惑星 B間の距離を r ≡ |rB − rA|とする。またこれらの
天体は質点として考えることができ、かつ相対論的効果は考慮しないとする。さらにM、mは時間変化し
ない。このような系 (図 1)を考え、以下の設問に答えよ。設問 1以外の解答は、導出の過程がわかるよう
に記入すること。

1. この二つの天体の重心位置ベクトル rG を、M、rA、m、rB を使って表せ。

2. この系では二つの天体の重心は止まっているか、もしくは等速度運動することを示せ。

3. 恒星 Aに対する惑星 Bの相対ベクトル rの時間発展を示す微分方程式を書け。

4. 惑星の運動を示す法則にケプラーの法則がある。その第二法則である「惑星と太陽 (恒星)とを結ぶ線
分が単位時間に描く面積は一定である。」を、設問 3で求めた式を基に証明せよ。

5. 惑星 Bが周回すると共に恒星 Aも周期運動する。恒星 Aを長期にわたり精密に観測することで、周
期運動の視線方向速度と周期を求めることができる。一方恒星 Aの質量M は、恒星の光度や表面温
度等の観測値より推定できる。ここで観測者は、これらの天体から遠く離れた惑星 Bの軌道面と同じ
平面上におり、二つの天体の重心位置に対して静止しているとする。また以下の設問にかぎり、惑星
Bの軌道は真円とする。なお、図 1の様に惑星 Bの軌道面に直交座標系を考え、その x軸は二つの
天体の重心位置と観測者をつなぐ直線と平行とする。これらの前提を基に、以下の問いに答えよ。

(a) 設問 3で求めた相対ベクトルの時間発展を示す微分方程式を解き、相対ベクトルの xおよび y

成分それぞれを時間 tの関数として書け。
(b) 観測される恒星 Aの視線方向速度を時間 tの関数として書け。

以下の二つの設問では、M +m ≈ M とできるほどmはM に比べて小さいとする。

(c) 恒星 Aの質量M と周期運動の周期 P をつかって恒星 Aから惑星 Bまでの距離 rを書け。
(d) 恒星 Aの質量M、周期 P と視線方向速度の振幅 vD をつかって惑星 Bの質量mを書け。

!"#

$"%

!!

!"

!

!

"

&'(

図 1: xy平面上で恒星 Aを周回する惑星 Bと観測者
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第 4問

以下の問 1から問 3について答えよ。なお、以下では、MKSA単位系を使う。真空の誘電率、透磁率はそ
れぞれ ε0、µ0 とし、cを真空での光速度とすると ε0µ0 = 1/c2 の関係が成り立つ。

1. 静電場内にある電荷の位置エネルギーは電位とよばれるスカラー量である。これと同様に静磁場内で
の磁界を求めるには磁位を考えると便利である。図 1のように電流 I が閉曲線に流れているとき、閉
曲面が作る領域の立体角が Ωになる点に生ずる磁位 ϕは、閉回路を縁とし、面に垂直な方向に磁化し
た強さ µ0I の板磁石のつくる磁場のポテンシャルに等しく、

ϕ =
IΩ

4π
(1)

と表される（アンペールの等価磁石の法則）。必要ならこの法則を用いて、以下の問に答えよ。

(a) 半径 aの円形の導線に電流 I が流れているとき、円の中心 Oから xの距離にある中心軸上の点
での磁界を求めよ。

(b) 円の中心Oから半径に比べて十分に離れた距離 rの点 P(r ≫ a、軸上でなくてもよい)に生ずる
磁界H = (Hr,Hθ)を求めよ。ただし、OPが円の中心軸となす角を θとする。Hr と Hθ はそ
れぞれ r方向、θ方向の磁界の成分である。

2. 電荷が ±q (q > 0)の 2つの点電荷が接近して置かれたものを電気双極子と呼び、−qから +qに向か
う変位ベクトルを lとしたとき p = qlを電気双極子モーメントと呼ぶ。いま電気双極子の両端にある
電荷が±q(t) = ±q0 sinωtで変化している場合、この電気双極子 pは電磁波を放射する。この電気双
極子が放射する電磁波は、lの長さの微小導線に時間変動する電流 I(t) = dq(t)/dtが流れた場合と等
価になる。図 2に示したように、z軸に沿って原点に置かれた長さ lの微小な直線導線に電流 I(t)が
流れているとき、 遠方の点 P（原点からの距離 r、r ≫ l）に作る電界 E と磁界H は、球座標系を
使うと以下のように表される。

E =
l

4πε0c2r

∂

∂t
I
(
t− r

c

)
sin θeθ (2)

H =
l

4πcr

∂

∂t
I
(
t− r

c

)
sin θeφ (3)

ここで eθ と eφ はそれぞれ θと φ方向の単位ベクトルである。

(a) この電気双極子が放射する電界と磁界の大きさを q0、ω、cなどを使って表せ。
(b) この電気双極子の遠方での放射エネルギー（単位時間に単位面積を通過するエネルギー流）は、
ポインティングベクトル S = E ×H で与えられる。点 Pでのポインティングベクトルの大き
さを求め、半径 rの球面から単位時間あたりに放射される平均の放射エネルギーが

W =
µ0ω

4(q0l)
2

12πc
(4)

となることを示せ。必要なら ∫ π

0

sin2 θ sin θdθ =
4

3
(5)

や三角関数の倍角の公式
cos 2θ = 1− 2 sin2 θ (6)

を使え。
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3. 図 3のように xy平面上にある半径 aの円周上を一定の角速度 ωで回転している点電荷 eから放射さ
れるエネルギーを求めよう。以下の問に答えよ。
x、y、z軸と OPのなす角度を θx、θy、θとし、点 Pの接平面に沿った、これらの角度方向の単位ベ
クトルをそれぞれ eθx、eθy、eθ とする。また、cos2 θx + cos2 θy + cos2 θ = 1が成り立つ。

(a) 原点を中心とする半径 r（r ≫ a）の球表面から放射される単位時間あたりの平均の放射エネル
ギーを求めよ。必要なら、式 (4)で示された放射エネルギーの表式を使っても良い。

(b) 任意の半径半径 r（r ≫ a）での電界が z軸上では直線偏光しているか円偏光しているか根拠を
示して答えよ。
注：電界の振幅方向が時間とともに円を描く場合は円偏光、振幅の方向が一定面内にある場合は
直線偏光である。

図 1: 閉曲線に流れる電流

図 2: 微小導線のつくる電磁場
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図 3: 円運動する点電荷からの放射。cos2 θx + cos2 θy + cos2 θ = 1の関係が成り立つ
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第 5問

一辺の長さが Lの立方体の容器に質量mの単原子の気体分子がN 個入っている。容器の一つの角を原点と
する座標系をとり、容器の辺と平行に x、y、z 軸をとる。また、この容器は x ≥ 0、y ≥ 0、z ≥ 0の領域に
ある。また、容器内の温度は T であり、気体分子の速度を v = (vx, vy, vz)とする。速度が vxから vx+dvx、
vy から vy + dvy、vz から vz + dvz の範囲 (ここで dvx、dvy、dvz は微小量)にある平均の気体分子数を

f(v)dvxdvydvz

として分布関数 f(v)を定義すると、

f(v) = N

(
m

2πkBT

)3/2

exp

(
− mv2

2kBT

)
となる。これをマクスウェル-ボルツマンの速度分布則という。ここで、kBはボルツマン定数であり、v = |v|
である。また、気体分子の運動は非相対論的であり、容器外は真空とする。以下の問では導出も示すこと。
必要があれば、ガウス積分 ∫ +∞

−∞
exp

(
−bx2

)
dx =

√
π

b∫ +∞

−∞
x2 exp

(
−bx2

)
dx =

√
π

2

1

b3/2

を用いてよい。

1. 容器中の気体分子の数密度を求めよ。

2. 容器の中に仮想的な面積素片 s を考える。この面積素片は、x 軸に垂直であり、その中心座標を
(xs, ys, zs)とする一辺 2aの長さを持つ正方形とする。

(a) ある速度 v = (vx, vy, vz)を持つ気体分子が時刻 tから時刻 t+ dtの間に xが増加する向きに面
積素片を横切った。このとき、この気体分子は面積素片を通してmvの運動量を運ぶ。

i. この気体分子が面積素片を横切るために、気体分子の時刻 tの位置 (x, y, z)が満たすべき条
件式を求めよ。

ii. 上で求めた条件式を満たす体積を求めよ。
(b) 面積素片の両側が及ぼしあう圧力を求めよ。

3. x = Lの x軸に垂直な容器の壁に面積 Sの穴があいており、気体分子が漏れ出している。漏れ出す気
体分子の数は少なく、N に比べて無視できるとする。

(a) 単位時間当たりに穴から漏れ出る気体粒子のうち、vx から vx + dvx の範囲 (ここで dvx は微小
量)の速さをもつ気体分子数の平均を求めよ。

(b) 単位時間当たりに漏れ出る気体分子の個数を求めよ。

4. 気体分子が波長 λ0 の電磁波を放射する場合を考える。以下、気体分子によって放射された電磁波を
輝線という。いま、容器外で静止している観測者が x = Lの x軸に垂直な容器の壁に開いた小さな穴
から気体分子が放射する輝線を観測した。静止している気体分子 1個が放射する輝線は、（自然幅が
無視できるほど小さく）図 1のようなデルタ関数の形をしているとし、全波長で積分した強度は i0で
ある。このとき、速度 v = (vx, vy, vz)で動く気体分子から放射された輝線を観測者が観測する場合、
観測される輝線の波長 λは、光速 cを用いて、

λ = λ0

(
1− vx

c

)
となる。その結果、図 2のように、広がった強度分布を持つスペクトルとして観測された。
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(a) 観測者が観測する輝線スペクトルを波長 λから λ+ dλの範囲 (ここで dλは微小量)で積分した
強度を Iλdλとする。Iλ を求めよ。

(b) 観測者が観測する輝線スペクトルのピークの強度 Imax とその波長 λmax を求めよ。
(c) 観測者が観測する輝線スペクトルの強度がピーク強度の 1

e となる波長 λ1/e (Iλ1/e
= 1

eImax)を求
めよ。ここで eは自然対数の底である。この幅は容器内の温度 T に関係しており、輝線スペク
トルの広がりから容器内の温度を求めることができる。

(d) 観測者が観測する輝線スペクトルを全波長で積分した強度 I を求めよ。

波長l0

強度

図 1: 気体分子 1個が放射する輝線スペクトル

波長

強度

図 2: 観測者の観測する輝線スペクトル
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筆記試験(専門科目) 問題 

 

・第 1問 設問 4 

【誤】固有ベクトル rの添え字ｍが立体（ローマン体）になっている 

【正】固有ベクトル rの添え字ｍはイタリック体ｍが正しい 

 

・第 4問 設問 1 3-4 行目 

【誤】「…閉回路を縁とし、面に垂直な方向に磁化した…」 

【正】「…閉回路を縁とした平面に垂直な方向に磁化した…」 

 

・第 4問 設問 1 (1)式の上の行 

【誤】I（ボールドイタリック） 

【正】I（イタリック） 

 

・第 4問 設問 1 (1)式の下の行 

【誤】「…アンペールの等価磁石の法則）。必要なら…」 

【正】「…アンペールの等価磁石の法則。閉回路を含む平面をはさんで、電流の向きが反時計回りに見える側

では、Ωの符号が正(図 1)、反対側では負となる。）必要なら…」 

 

・第 4問 設問 1(a) 

末尾に以下を追加。 

【追加】「ただし、その点からみたとき、電流は反時計回りに流れている。」 

 

・第 4問 設問３(b) 

【誤】任意の半径半径 r(r>>a)での電界が 

【正】原点を中心とする半径 r(r>>a)の球表面での電界が 

  




