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第 1問

次の積分結果を証明せよ。ただし nは正の整数、a > 0、λは実数とする。

1. ∫ ∞

0

xne−xdx = n!

2. ∫ ∞

0

x2n+1e−x2

dx =
n!

2

3. ∫ ∞

0

x2n+1e−ax2

dx =
n!

2an+1

4. ∫ ∞

0

x2ne−ax2

dx =
1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2n+1an

√
π

a

5. ∫ ∞

0

e−axcosλxdx =
a

a2 + λ2
,

∫ ∞

0

e−axsinλxdx =
λ

a2 + λ2
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第 2問

座標原点を Oとする直交座標系 (x, y, z)において、次に定義するベクトル場 F を考える。

F = (x+ y)i+ (y + z)j + (z + x)k

ここで、i, j,kはそれぞれ x, y, z軸の正方向の単位ベクトルであり、ベクトル積を×と書くとき k = i× j

が成り立つものとする。

また、平面 P: 2x+ y+ z = 2と、それが x軸,y軸,z軸と交わる点をそれぞれA,B,Cとし、三角錐OABC
を立体 V、三角形 ABCを面 S、および、三角形 ABCの辺上を A→ B→ C→ Aと一周する閉経路を経路
Lとする。このとき、以下の設問に答えよ。なお、微分演算子∇は

∇ =

(
i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z

)
で定義されるものとする。

1. ベクトル場 F について以下を求めよ。

(a) ∇ · F

(b) ∇× F

2. 平面 Pと点 A,B,Cについて以下を求めよ。

(a) 平面 Pの単位法線ベクトル

(b) 点 A,B,Cそれぞれの座標

3. 以下の積分を計算せよ。ただし、答えだけではなく途中経過も示すこと。

(a) 立体 Vについての体積分 ∫∫∫
V

(∇ · F )dV.

ここで dV は立体 Vの体積素片である。

(b) 面 Sについての面積分 ∫∫
S

(∇× F ) · n dS.

ここで dSは面 Sの面積素片である。なお、nは面 Sの単位法線ベクトルで、その向きは立体 V
に対して外向きとする。

(c) 経路 Lについての線積分 ∫
L

F · dl.

ここで dlは経路 Lの線素ベクトルである。
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第 3問

剛体の運動は重心の運動と重心まわりの回転運動に分けて記述することができる。以下ではベクトルを太

字で表すものとする。まず、質量M の剛体の重心Gの位置ベクトルを xGと表す。次に、剛体には外力 Fi

(i = 1, 2, . . .)が働いており、Fi が作用する点の重心に対する相対位置ベクトルを ri と書く (図 1)。この
とき、重心の運動方程式は

M
d2xG

dt2
=

∑
i

Fi (1)

である。一方、重心まわりの回転運動は角運動量 Lを用いて回転運動の式

dL

dt
=

∑
i

ri × Fi (2)

として表すことができる。ここで剛体が z 軸のまわりに角速度 ω で回転している場合には、z 軸まわりの

角運動量 Lz は、ωと z軸まわりの剛体の慣性モーメントの積である。

Lz = Iz ω (3)

ただし Iz は剛体内部の要素 (質量は dm、z軸からの距離は s)の積分として、

Iz =

∫
s2 dm (4)

と書き表される。

図 1: 剛体にはらたく外力のモーメント。i = 1と 2
についてのみ例示した。

図 2: 半径 r、高さ hの直円柱。

1. 密度 ρが一定の直円柱 (半径 r、高さ h) (図 2)の中心軸まわりの慣性モーメントは、直円柱の質量M

と半径 rを使って

Iz =
1

2
M r2 (5)

と表されることを示せ。
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2. この密度一様の直円柱 (質量M、半径 r)が粗い斜面 (角度 θ)を滑らずにまっすぐ転がり落ちる。斜面
に平行な方向の重心の運動方程式と、重心まわりの回転の運動方程式をそれぞれ書き表せ。重力加速

度を gとし、直円柱と斜面の間に働く摩擦力の大きさを Rとする (図 3)。

図 3: 粗い斜面を滑らずにまっすぐ転がり落ちる直円柱に働く力。

3. 全く摩擦が働かずに、直円柱が同じ斜面をまっすぐ滑り落ちる場合には、重心Gが斜面に平行に移動
する加速度は g sin θとなる。上の問題のように、剛体が斜面を転がり落ちる場合の加速度を求めよ。

この 2つの加速度は異なるが、その違いはどうして生じるか。位置エネルギーが運動エネルギーにど
のように変換されるかを比べて説明せよ。
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第 4問

高温の炉の中で銀を蒸発させ、その原子 (質量m)を図 4のように円筒状のコリメーターを通して取り出し、
コリメーター方向の速度 vの原子線を作る。コリメータの長さは、その半径に比べ十分長いものとする。原

子線がコリメーターの出口から距離 Lだけ走って、スクリーンに当たるものとする。コリメーターの軸に

垂直な方向を r 方向とし、コリメーターの半径を ∆r とする。運動量の r 成分の不定性を ∆pとしたとき

に、次の問に答えよ。

1. スクリーン上でのスポットの広がり δを∆r, ∆pを含む式で表しなさい。

2. 銀原子の位置の不定性は、コリメーターの半径∆r程度であるとする。量子力学の不確定性原理から

∆r∆p ≳ ℏとするとき、δの最小値 δminを求めなさい。ただし、プランク定数 hを 2πで割ったもの

を ℏとする。

3. 炉の温度を T としたときの δmin を求めよ。

4. 炉の温度 T = 1400 K、コリメーターの出口からスクリーンまでの距離を L = 1.0 m、銀 1原子の質
量をm = 1.8× 10−25 kgとしたとき、δmin を計算せよ。ただし、銀の蒸気は単原子分子の理想気体

とし、ℏ = 1.0× 10−34 J·s、ボルツマン定数 k = 1.4× 10−23 J/Kとする。なお、解答は有効数字１
桁まで示せばよい。

δ

炉 スクリーン

コリメーター

∆r

L

図 4: 高温の炉、コリメーター、スクリーンの配置。
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第 5問

円電流により作られる磁界について以下の設問に答えよ。

1. 図 5に示すように大きさ I の円電流 (半径を aとする)が xy面上にあるとき、円の中心軸上 zに発生

する磁界H(z)が次式で表されることを示せ。参考のため、図 6にビオ・サバールの法則の概念図と
式を示す。

H(z) =
Ia2

2(a2 + z2)
3
2

(6)

図 5: 大きさ I の円電流 (半径を aとする)。 図 6: ビオ・サバールの法則。電流素片 I dsによ
り発生する微小磁界の式を示す。

2. 図 7に示すように、同じ大きさ、同じ向きの 2つの円電流 (半径を aとする)が xy平面と平行に z軸

上原点から ±b離れたところにある。原点近傍の z軸上においてゼロでないできるだけ一様な磁界を

発生させるために必要な条件を、式やグラフを用いて具体的に説明せよ。

図 7: 同じ大きさ、同じ向きの 2つの円電流が z軸上原点から ±b離れたところにある。
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