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第 1問

フーリエ変換可能な実関数 f(x, t)に関する偏微分方程式が以下のように与えられているとする。

∂f

∂t
= α

∂2f

∂x2
.

ここで、−∞ < x <∞、t ≥ 0とし、αは正の定数とする。この偏微分方程式をフーリエ変換を用いて解く

ことを考え、以下の設問に答えよ。ただし、ここで任意の関数 g(x)とそのフーリエ変換 G(k)の関係は以

下で与えられるとする。

g(x) =

∫ ∞

−∞
G(k) e−ikxdk,

G(k) =
1

2π

∫ ∞

−∞
g(x) eikxdx.

なお、x, kは実数である。

1. f(x, t)のフーリエ変換 F (k, t)が満たす、tに関する偏微分方程式を求めよ。

2. 設問 1で得られた偏微分方程式を満たす F (k, t)を求めよ。ただし、F (k, t)が関数 p(k), q(k, t)を用
いて F (k, t) = p(k) exp (q(k, t))の形に書けることを用いてよい。また、初期条件として F (k, 0) = 1

とせよ。

3. 設問 2の結果を用いて、
∂f(x, t)

∂x
と f(x, t)の間に成り立つ関係式を求めよ。

4. 設問 3で得られた関係式と設問 1で得られた偏微分方程式の類似性に留意しつつf(x, t)を求めよ。な

お、必要なら ∫ ∞

0

e−x2

dx =

√
π

2

を用いてよい。

5. y = f(x, t)とし、tを任意の値（t > 0とする）に固定したときに xy平面上でこの関数の概形を図示

せよ。また、tの増加とともにその形状がどのように変化するかを簡単に記述せよ。
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第 2問

以下の設問に答えよ。導出の過程がわかるように記述すること。なお、iは虚数単位を表す。また、nは正

の整数、x、yは実数、l、m、M、Rは正の実数とする。

1. (a)

(√
3

2
+ i

1

2

)22

を x+ iy の形で示せ。

(b) 複素数 z に関する方程式 a0z
n + a1z

n−1 + ...+ an−1z + an = 0 (a0 �= 0とし、各項の係数

は実数とする)の全ての解の和を求めよ。

2. 複素数 z1, z2について、|z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|となることを示せ。

3. 複素数 z についての関数 f(z)を複素平面上の曲線 C上で連続な関数とし、また曲線 C上の各点で

|f(z)| ≤M とする。曲線 Cの長さを Lとしたとき、

∣∣∣∣
∫
C

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤
∫
C

|f(z)|dz ≤ML

となることを、経路区間の積分が n個の微小区分からなる被積分関数の区分求積の極限値 (n→ ∞と
したときの極限値)である、ということを使って示せ。

4. 複素数 z に関して |z| = Rのとき、|f(z)| ≤ M/Rl (l > 1)となるような M が存在するものとする。

図 1の経路 C1 (複素平面において、z = Rから半径Rで反時計まわりに z = −Rに至る半円)に沿っ
た複素積分について以下を示せ。

lim
R→∞

∫
C1

f(z)dz = 0

C1

C2

図 1: 設問 4、設問 5で使用する積分経路 C1と C2。
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5. 複素積分を利用して、以下の積分値を求めよ。

∫ ∞

−∞

cosmx

x2 + 1
dx

ただし、積分値の求め方は留数定理を利用して以下の通りとする。被積分関数を複素数 z で表現し、

図 1の経路 C1 と経路 C2からなる複素平面上の閉曲線に沿って複素積分を行う際に、Rを無限大と

する極限をとる。

なお、複素平面上で反時計回りの周回積分
∮
C

f(z)dz について、積分経路 Cに囲まれた領域内にある

特異点が n個の 1位の極のみである場合には、留数定理より
∮
C

f(z)dz = 2πi
n∑

k=1

Res(zk)

となることが知られている。ここで、複素数 z = zk (k = 1, · · · , n)は 1位の極であり、またRes(zk)
は z = zk における留数で、

Res(zk) = lim
z→zk

(z − zk)f(z)

である。
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第 3問

下図のような xyz 座標系中に円錐 (半頂角 θ)が置かれている。円錐の頂点と対称軸はそれぞれ座標原点お
よび z軸と一致している。この円錐の頂点に一端が固定されたバネが取り付けられており、頂点の周りに自

由に回転できるものとする。このバネのバネ定数は k、自然長は l で、もう一端には質量m の質点がついて

おり、円錐面上に置かれている。ここでバネの質量や太さ、円錐面上の摩擦は無視できるものとする。重力

加速度を g (z方向)、バネの自然長からの変位を r、z軸周りの x軸からの方位角を φとして、以下の設問

に答えよ。なお、これらの設問で扱うすべての角速度 ω (≡ φ̇, φの一階時間微分)に対して、k > mω2 sin2 θ

が成り立ち、またバネ長 (l + r )に比べ円錐の高さは十分にあるものとする。対称軸回りの質点の回転の向
きは φの増加する向きとする。

1. (a) 角速度 ω = ω0 で質点が円錐面上を z 軸周りに等速円運動している。このときのバネの変位を

r = r0として、質点がバネから受ける力の大きさ S (= kr0)と円錐面から受ける垂直抗力の大き
さ N をm, g, l , r0, ω0, θを用いて表せ。

(b) 上の (a)の状態から、振動を起こさないようにゆっくりと角速度を増やしていくと、rも徐々に
大きくなり、r = rc で質点は円錐面から離れて等速円運動を始めた。このときの角速度 ω = ωc

を g, l , rc, θを用いて表せ。

2. 次に、角速度は設問 1(b)で求めた ωc以下であり質点は常に円錐面上を運動するものとして、以下に

ついて答えよ。

(a) 力学系の運動エネルギーを K、ポテンシャルエネルギーを U とすると、ラグランジアン Lは
L = K − U と表すことができる。図で示された力学系のラグランジアンLが以下で表せること
を示せ。なお、ṙ , φ̇は r , φの一階時間微分である。

　

L =
1

2
m
[
ṙ2 + φ̇2(l + r)2 sin2 θ

]
− 1

2
kr2 +mg(l + r) cos θ

(b) 上の (a)のラグランジアンから、ラグランジュの運動方程式を r̈ および φ̈ (それぞれ r , φの二階

時間微分)について書き表せ。なおm, g, l , k , θ, r , ṙ , φ̇のうち必要な変数・定数を用いよ。

(c) 上の (b)で求めたラグランジュの運動方程式から角運動量が保存されていることを示せ。

(d) 質点が φ̇ = ω0で円錐面上を z軸周りに等速円運動しており、r = r0であった。このときの r0を

m, g, l , k , θ, ω0を用いて表せ。

(e) 上の (d)の状態において、ある瞬間にバネを僅かに引き伸ばしすぐに離したところ、r および φ̇

がそれぞれ r0、ω0 のまわりで微小振動を始めた。ここで r の微小振動を r = r0 + ρ(t) (r0 	
|ρ(t)|, ρ(t) = ρ0 sinΩst ) とする。角速度 φ̇(t) を ρ(t) および l , r0, ω0 を用いて表せ。また、

ρ0/(l+ r0)の 2次以上の微小量は十分に小さく無視できるものとし、微小振動 ρ(t)の角振動数

Ωsをm, k , ω0, θを用いて表せ。

z
g

m

φ x

y

θ
l+r
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第 4問

以下の設問にMKSA単位系で答えよ。

1. 図のように非常に長い導電体の円筒（シールドと呼ぶ）の中心部に非常に長い電線（芯線と呼ぶ）を
配置した、いわゆる同軸ケーブルに伝播する信号を考える。同軸ケーブルは、芯線に沿って微小なコ

イル (L)が連なりつつそれぞれのコイルの間から微小なコンデンサー (C)を経由してシールドに繋がっ
ているモデル (微小なLC回路が連なっているモデル)で近似できることがわかっている。本設問では、
この近似モデルに沿って同軸ケーブルの巨視的な性質を論じる。

芯線に沿って x座標を定義する。シールドの電位を 0とし、時刻 tでの芯線上の電圧と電流をそれぞ

れ V (x, t)および I(x, t)とする。単位長さあたりの芯線のインダクタンスをL、単位長さあたりの芯

線とシールドとの間の静電容量をCとして、以下の設問に導出の過程ないし根拠がわかるように記述

して答えよ。ここで、芯線とシールドの抵抗値は無視できるものとする。

図：同軸ケーブルの模式図。接地記号を境に右側はシールドの手前側を取り去った状態を示している。

(a) 一般に、静電容量 Cのコンデンサに電荷Qが蓄えられるとき、両端に現れる電位差をE として

CE = Qなる関係が成り立つ。これを用いて、V と C と I の間に成り立つ関係を偏微分方程式

で示せ。これを式 (1)とする。

(b) 一般に、インダクタンス Lのコイルに電流 I が流れているとき、両端に現れる電位差をE とし

てE = −LdI
dt
なる関係が成り立つ。これを用いて、V と Lと I の間に成り立つ関係を偏微分方

程式で示せ。これを式 (2)とする。

(c) 式 (1)と式 (2)より、V (x, t)の満たす偏微分方程式および I(x, t)の満たす偏微分方程式を示せ。

これらを式 (3)および式 (4)とする。

(d) この同軸ケーブルの特性インピーダンス（交流信号伝送時に芯線の各点で現れる電圧のそこに流
れる電流に対する比）Z を示せ。

ヒント：式 (3)(4)は波動方程式であり、その一般解は f(x − vt) + g(x + vt) で与えられる。こ

のことと式 (1)(2)を用いることで求めることができる。
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2. 図のように電圧源と抵抗を用いて特性インピーダンスZの同軸ケーブルに単発の矩形波を流すことを

考える。

• 矩形波は内部抵抗が無視できる電圧源により供給される

• 電圧源と同軸ケーブル始点の間は値 Z の抵抗を介して接続される

• 同軸ケーブル終点では芯線は値Rの抵抗を介してシールドに接続される

このときケーブルの中間点に現れる電圧波形について考察する。

同軸ケーブル中は、芯線を電流が波動として有限の速さで伝わり、その各点では電流とケーブルのイ

ンピーダンスに応じた電圧が観測される。電流が伝わる方向はケーブルの長さ方向に対応して２方向

（ここでは便宜的に「行き」「帰り」とよぶ）考えられるが、行きの電流と帰りの電流はよく見られる

波動現象と同様に互いに干渉せず、また各点で観測される電圧は両方の電流によるものの和となる。

さらに簡略化のため、以下のような「理想条件」を設定する。

• 電圧源の立ち上りおよび立ち下りは非常に速く、２つの電圧間の切り替わり時間は無視できるも
のとする

• 電源・同軸ケーブル・抵抗間を結ぶ配線は非常に短く、これによる影響は無視できるものとする

• 同軸ケーブルの抵抗値は無視できるものとする

このとき、以下の設問に答えよ。なお、導出の過程ないし根拠がわかるように記述すること。

(a) 矩形波の立ち上がりにおいて、同軸ケーブルの始点からは電圧源の振幅V0に由来する矩形波電

流が流れ込む。この矩形波電流の振幅 I0を求めよ。

(b) 同軸ケーブルの芯線を終点に向かって、振幅 I0の矩形波電流が流れてきたとする。矩形波の立

ち上がりが終点に到達した後、その一部はそのまま終端抵抗に流れ、残りは反射して同軸ケーブ

ル芯線を始点に向かって戻っていくことが知られている。この戻る電流の大きさを求めよ。

(c) 同軸ケーブル内部では電圧源から来る電流とケーブル終点から来る反射電流が重なり合って存在
することになる。終点から反射電流が時間 τ をかけて到達する点 Aにおいてシールドに対して
認められる立ち上りおよび立ち下り電圧波形を、Rの値域で場合分けして定量的に図示せよ。な

お、電圧源からの単発矩形波の持続時間は τ に比べて非常に長いものとする。
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第 5問

一辺 L、体積 V (≡ L3)の立方体の箱の中を自由に運動しているN 個の単原子理想気体（1個の質量M）を

考える。この系の温度を T、状態を nとするとき、系の分配関数は

Z(T ) =
∑
n

exp

(
− εn
k

B
T

)

で定義される。ここで、k
B
はボルツマン定数、εn は状態 nのときの系のエネルギーである。

系の分配関数Z(T )を用いて、ヘルムホルツの自由エネルギーF (T, V,N)と内部化学ポテンシャルμ(T, V,N)

は、それぞれ次のように求めることができる。

F (T, V,N) = −k
B
T lnZ(T )

μ(T, V,N) =

(
∂F

∂N

)
T,V

ここで、ヘルムホルツの自由エネルギー F は N で微分可能とする。lnは自然対数である。

1. 以下の設問に答えよ。

図 1: 一辺 Lの立方体の箱の中を自由に運動している質量 M の単原子理想気体。(1)
は原子が 1個だけ入っている場合。(2)は同じ原子がN 個入っている場合。立方体の

各辺がそれぞれ x, y, z軸に対応している。

(a) 図 1 (1) に示すような、箱の中に単原子理想気体が 1個だけ閉じ込められている場合（N = 1）

を考える。自由粒子の波動方程式とその解は

− �
2

2M
∇2ψ = ε ψ

ψ(x, y, z) = ψ0 exp
(
i
nx π x

L

)
exp

(
i
ny π y

L

)
exp

(
i
nz π z

L

)
である。ここで、�は換算プランク定数（ディラック定数）、ψは波動関数、εは系のエネルギー

固有値、ψ0は波動関数の振幅、nx、ny、nz は任意の正の整数である。座標系は図 1で示すよう
に立方体の各辺がそれぞれ x, y, z軸に対応しているものとした。このとき、この系の状態（モー

ド）nに対するエネルギー固有値 εn を求めよ。ただし、n2 = n2
x + n2

y + n2
z である。

(b) 各モードのエネルギー固有値 εnの間隔が k
B
T に比べて十分に小さい場合、分配関数 Z(T )内の

和は積分に帰着させることができる。このとき、1個の単原子理想気体の分配関数 Z1は

Z1 =
CQ

C
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と記すことができる。ここで、C は気体の濃度であり、原子が 1個の場合は 1
V である。CQ

は

量子濃度と呼ばれる。この量子濃度を求めよ。なお、計算では定積分の公式

∫ ∞

0

e−x2

dx =

√
π

2

を用いてよい。

(c) 図 1 (2)のように、C � C
Q
の古典的な振る舞いをする同じ単原子理想気体がN 個箱の中に入っ

ている場合を考える。このときの系の分配関数 Z
N
は

Z
N
=

1

N !
ZN
1 =

1

N !
(C

Q
V )N

と表される。N 	 1であるとき、スターリング近似

lnN ! ∼ N lnN −N

を用いて、この系のヘルムヘルツの自由エネルギーを求めよ。ただし、気体の濃度 C と量子濃

度 C
Q
を用いた表記とすること。

2. 図 2のように、高さ hだけ離れて十分に細いチューブで接続された等容量の 2つの貯槽を考える。貯
槽の内部には古典的な振る舞いをする（C � C

Q
）質量M の同じ単原子理想気体が合計 N(	 1)個

封入されており、一様な温度 T を持つ周囲の熱浴と熱平衡状態にある。また、貯槽の周囲の重力加速

度 gは一定で、貯槽内の単原子理想気体はチューブを通して拡散的平衡状態にある。貯槽 1、2自身
の高さはお互いの距離 hより十分に小さく、各貯槽内での濃度は一定と仮定する。また、2つの貯槽
を連結するチューブ内の理想気体数は無視できるものとする。このとき以下の設問に答えよ。

(a) 貯槽 1の高さを重力ポテンシャルエネルギーの基準とする。貯槽 1および 2内での単原子理想気
体の濃度をそれぞれ C(0), C(h)とするとき、それぞれの貯槽での外場を含む全化学ポテンシャ
ルを求めよ。ここでは、1. (c)と同様、スターリング近似と濃度C、量子濃度 C

Q
を用いて記せ。

(b) 貯槽 1の気体の濃度 C(0)は貯槽 2の気体の濃度 C(h)の何倍か？

図 2: 高さ hだけ離れて十分に細いチューブで接続された等容量の 2つの貯槽と内部
に封入された合計 N 個の同じ単原子理想気体。
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正誤表／Errata
The parts written only in Japanese do not concern the English version

・[第１問/Problem 1］
【誤/Wrong】実関数f(x,t)／a real function f(x,t)
【正/Correct】フーリエ変換可能な実関数f (x,t) ／a real, Fourier-transformable 
function f(x,t)

• [第３問/Problem 3]

対称軸回りの質点の回転の向きはφの増加する向きとする。また、図は３ページ目の
ものに差し換える

The direction of the rotation of the point mass around the axis of symmetry is 
towards the direction φ increases. Replace the figure with the one in page 3



• [第３問/Problem 3]2(e)
【誤/Wrong】
【正/Correct】

• [第４問］1(a)
【誤】静電容量C
【正】静電容量Cのコンデンサ

• [第４問］1(b)
【誤】インダクタンスL
【正】インダクタンスLのコイル

• [第４問］1(b)
【誤】VとLのI
【正】VとLとI

• [第４問］1(d)
【誤/Wrong】インピーダンス/impedance
【正/Correct】特性インピーダンス/characteristic impedance




